Préparation pour ’échange ENSAE/ENSAI/HU - 2003/2004

DEVOIR LIBRE N°4

LES POLYNOMES

A rendre le jeudi 11 décembre 2003

Cette série d’exercices se réfere au chapitre sur les polynémes dis-
tribué en cours. Les étudiants peuvent s’en inspirer librement et
utiliser tout théoréme énoncé dans ledit document sans avoir a le
démontrer. Dans toute la suite, K[X] désigne ’ensemble des polynémes
a coeflicients dans K, ou K = R ou C.

Exercice 1 (2 points) Soit A € R[X]. On suppose que les restes des
divisions euclidiennes de A par X, (X — 1) et (X+1) sont respectivement 1, 2
et 8. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par X (X2 —1) .

Exercice 2 (2 points) Soit P(X) = X8 +2X64+3X* +2X2 + 1.

1. Vérifier que j = '3 est racine de P et préciser son ordre de multiplicité.
. . = g 2m
Qu’en déduit-on sur j =e '3 ?

2. Comparer P(X) et P(—X).

3. Factoriser P dans C[X] puis dans R(X).
Exercice 3 (2 points) On pose Pp(X) = iio Xk,

1. Déterminer les racines de P,, dans C.

2. En déduire que : Vx € R, P,(z) > 0.
Exercice 4 (3 points)

1. Montrer que la famille (1, X (X — 1), X?(X + 1), X (X — 1)?)est libre dans

R[X].

2. Montrer que la famille ((0,1,2),(2,1,3),(2,1,1)) est une base de R3.

Exercice 5 (3 points) Soitn € N\{0} et soit \ € R. Onnote F = {P €

R, [X] : P(A\) = 0}. Montrer que Fy est un R-espace vectoriel. En déterminer
une base. Quelle est sa dimension ?



