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Devoir Libre n◦3
Les espaces vectoriels

A rendre le jeudi 4 décembre 2003

Cette série d’exercices se réfère au chapitre sur les espaces vectoriels
distribué en cours. Les étudiants peuvent s’en inspirer librement et
utiliser tout théorème énoncé dans ledit document sans avoir à le
démontrer. Dans toute la suite, E désigne un K-ev, où K = R ou C.

Exercice 1 (2 points) Montrer que la commutativité de la loi + est une conséquence
des autres axiomes définissant un espace vectoriel, notamment de la distribu-
tivité. (Indication : développer (1 + 1) · (~x + ~y) de deux façons différentes.)

Exercice 2 (2 points) Soit F un sous espace vectoriel (s.e.v.) de E. Montrer
que H = (E \ F ) ∪ {~0} est un s.e.v. si et seulement si F = {~0} ou F = E.

Exercice 3 (2 points) Soient F et G1 deux s.e.v. de E tels que G1 ⊂ F . Soit
G2 un s.e.v. supplémentaire de G1 dans E. Montrer que F = G1 ⊕ (F ∩G2).

Exercice 4 (4 points) On note RR l’ensemble des fonctions de R dans R.

• Montrer que RR muni de l’addition usuelle est un R-espace vectoriel.

• Montrer que la famille (sin, cos) est libre dans le R–e.v. RR.

• Montrer que la famille F = (x 7→ cos x, x 7→ cos 2x) est libre dans RR.

• Montrer que la famille (f, g) = (x 7→ ex, x 7→ x2 + 1) est libre dans RR.

Exercice 5 (2 points) Montrer que les familles :

(1, cos(x), cos(x)2, ..., cos(x)n)

(1, sin(x), sin(x)2, ..., sin(x)n)

sont libres dans le R-ev (RR,+).
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