ENSAE - Mathekurs

Correction du Devoir Libre n° 13
Exercice 1
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In(l+2))* = (x - % + % +0(x3)> =22+ % —z® 4 % +o(z*) = 2% — 23 + Ea:4 + o(z%)

in () = —la(eosa) = —tn (1= 2 400" ) = £+ o(a?)
n = —In(cosz)=—In|1— — +o(x =— 4oz
cos T 2 2

(3)

On distingue deux cas :

n est pair : Alors |z|" = 2" = 2™ + o(z" 1)

n est impair : |z|™ admet alors un développement limité & tout ordre m < n, mais pas & lordre n
(4)

vz n’admet au voisinage de 0 de développement limité qu’a Pordre 0

()

n k xn-i—l

On sait qu’au voisinage de 0, exp(z) = kz:% % + e + o(z" ). Ainsi,
n Ik an+1 l,n+1
_ _ z L n+1 - R~ ntl
f(x)—ln<kz_%k!>—ln<e (n+1)!+o(x ))—m—i—ln<1 e (n+1)!+0(x ))
x—e ® e +o(z") =z — LH + o(z™)  en remarquant que : =% =1+ o(1)
- (n+1)! T 1) duant-que e =
(6)
2sin(52%) = 102* + o(z®)
r _x? x3 3
—4cosx = —4+ 22% + o(z?)
- = 343z — 327 4 32° + o(a®)
1+
41 .
Ainsi, 2sin(52?) +7V1 —x —4cosx — 1—&-% = fg + %xQ + 1—6x‘3 + o(x?)
23
On sait que :  tan(z) =z + 3 + o(z®)
3 3 195 121
Finalement, 3tan |2sin(52%) 4+ 7v1 -z —4cosx — —— | = ——x + —a° + —3 + o(z?)

1+z| 2 8 16



Exercice 2

Posons ¢(z, h) = % [f(x +3h) — 3f(z +2h) + 3f(x + h) — f(z)]

Fl+30) = £() + 3hf(2) + S2S @) + (@) + o)
£l +2h) = f(2) + 20 (2) + 207" (2) + SH* 1" () + of0?)
2 3
Pl B) = F() + Bf @) + o @)+ ) 4 olh)

Donc ¢(z,h) = f"(x) + o(1) —p—o f"(x)

Exercice 3

Posons ¢(0) =0 et pour z #0, ¢(z) = ————= — f'(0) = —= — f/(0) . Par définition de f'(0),

1i(r)ng0 =0 et © est continue sur [0,1]
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el f@=sp@+or© = ()= e () O
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|va] < - sup [p] < sup [¢]-
kZ:O”MP [0,1/n] [0,1/n] n

Or sup |p| —n—too 0 car o est continue en 0 et (0) =0 Donc lim v, =0
[0,1/n] n—-+o00

n

1 1 )\ 1(0)
Par ailleurs, w, = f'(0)— Z — ——n— oo f’(O)/ — = In(1+p)
ni=140p o 1+Ap p

f"(0)

Alnsi, u, converge et : limwu, = ——=1In(1+p)
p

Exercice 4

1 T 1
F(I):/O min(x,t)f(t)dt:/ tf(t)dtJr/ xf(t)dt

0 T
F est bien entendu définie sur [0,1]. La forme (intégrale) de F nous assure qu’elle est C! sur [0,1].

v € [0,1] F’(x):xf(m)—xf(x)+/ f(u)du:/ Flu)du

F' est done C* sur [0,1] (et ainsi, F est C% sur [0,1] ) Par définition de F', F(0) = 0 (évident). F est
donc LA primitive de F’ qui s’annule en 0. D’apres la forme précédente de F’,

Fla) = /O F'(w)du = /OT (/ulf(t)dt) du



