
ENSAE - Mathekurs

Correction du Devoir Libre n◦ 14

Exercice 1

(1)

un =
n∏

k=1

n
√

n + k soit αn = ln un
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n∑
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n
lnn = ln n+

∫ 1

0

ln(1+x)dx+ ε(n) où lim
n→+∞

ε(n) = 0

αn = ln n + 2 ln 2− 1 + φ(n) Donc : un = exp(αn) = 4ne−1eε(n) ∼
4n

e
car lim

n→+∞
eε(n) = 1
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]
On voit que : (n + 1)
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)
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1
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NB : la précédente notation, o

(
lnn

n

)
, provient de :

1
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(
1
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)
+

1
n2
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1
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)
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De même :

n− 1
n

ln(n− 1) = lnn− lnn

n
+ o

(
lnn

n

)

Donc vn =
1
n

exp(ln n)
[
exp

(
lnn

n
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(
lnn

n
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(
− lnn

n
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(
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Comme lim ln n

n = 0, on peut effectuer un développement de exp au voisinage de 0 : ex = 1 + x + o(x)

Donc vn =
2 ln n

n
+ o

(
lnn

n

)
∼

2 ln n

n
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Exercice 2

(1)

fn est C∞ sur ]n, +∞[ et f ′n(x) = −
n∑

k=1

1
(x− k)2

< 0 . Ainsi, fn décrôıt strictement sur ]n, +∞[.

lim
x→+∞

fn(x) = 0 et lim
x→n

fn(x) = +∞.

fn est donc une bijection de ]n, +∞[ dans R∗+. On en déduit que :

∀λ ∈ R∗+ ∃!xn ∈]n, +∞[ fn(xn) = λ

(2)

wn = fn(αn) =
n∑

k=1

1
αn− k

=
1
n

n∑
k=1

1
α− k

n

−→n→+∞

∫ 1

0

dx

α− x
= ln

(
α

α− 1

)
=déf g(α)

(3)

On voit que la fonction g est C∞ sur ]1,+∞[ et g′(t) =
1
t
− 1

t− 1
=

−1
t(t− 1)

< 0 : g est donc

strictement décroissante sur ]1,+∞[

On voit également que : g(α0) = λ⇐⇒ α0 =
eλ

eλ − 1
Posons ε > 0. On voit que : lim

n→+∞
fn(n(α0 − ε)) = g(α0 − ε) [d’après (2)].

De plus, g(α0 − ε) > g(α0) = λ [car g ↘↘]
Donc ∃N ∈ N ∀n ≥ N fn(n(α0 − ε)) > λ = fn(xn) [par définition d’une limite.]
Le même raisonnement nous permet d’écrire que :

∃N ′ ∈ N ∀n ≥ N ′ fn(xn) = λ < fn(n(α0 + ε))

En prenant N ′′ = max(N,N ′), on peut écrire :

∀n ≥ N ′′ fn(n(α0 − ε)) > λ > fn(n(α0 + ε))

Donc : ∀ε > 0 ∃N ′′ ∈ N ∀n ≥ N ′′ n(α0 − ε) < xn < n(α0 + ε)

[On a composé la précédente relation par f−1 qui ↘↘ car f ↘↘]

Ceci est la définition de : lim
n→+∞

xn

n
= α0

Finalement, xn ∼ nα0 = n
eλ

eλ − 1

Exercice 3

g(0) = 0 et g est évidemment dérivable, de dérivée :

g′(x) =
2x√

1 + x4
− 1√

1 + x2
= −1 + 2x +

x2

2
+ o(x3)

Donc : g(x) = g(0) +
∫ x

0

g′(t)dt = −x + x2 +
x3

6
+ o(x4)
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Exercice 4

On se souvient ( ?) avoir vu en cours que :

n−1∑
k=1

1
k
− lnn ≥ 0

Donc yn =
n∑

k=1

1
k
− lnn ≥ 1

n
≥ 0

Par ailleurs,

yn+1 − yn =
1

n + 1
− ln

(
1 +

1
n

)
Soit f : R∗+ −→ R tq. f(x) =

1
x + 1

− ln
(

1 +
1
x

)
f est C∞ sur R∗+ et f ′(x) =

1
x(x + 1)2

> 0 : ainsi, f ↗↗

Comme lim
+∞

f = 0, f est négative sur R∗+ et donc aussi sur N∗.
(yn)N∗ est donc décroissante et minorée. Elle est ainsi convergente.
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