ENSAE - Mathekurs

Correction du Devoir Libre n° 16 : Les séries de Fourier

1 - Fondements algébriques

1-1
fn = Z(ei ® fe par définition de f,,
i<n
I fll5 = Z(ei o f)? par le théoréme de Pythagore
i<n
1-2

On voit que || fri1ll2 — | fnll3 = (ent1® £)? >0 : la suite || f,]|? est croissante.
De plus, || fl13 — [|fall3 = |If = fall3 > 0 par le théoreme de Pythagore : | f,||3 est majorée. Elle est
donc convergente.

On en déduit que || fnll2 = /I fall3 converge également.
On a bien sir : liIJIrl I falla < 113 [cf deuz lignes plus haut]
n—-—+0oo
1-3
Le sens 7<=" est trivial, il provient de la continuité de la norme euclidienne.
Sens =" :

I fn = fll2 =/IIflI3 = I fnll3 par Pythagore. On en déduit :
im (L3=1f = m fa-flb=0 = lm fu=f
n—"T00 n—-+00 n— 400
CQFD
1-4
Le sens ”=—" découle trivialement de 1-3
Sens "<=":

F dense dans F = VfeE 3g,)ne€FY limg, =f

Quitte a réarranger les termes de la suite g,, on peut supposer que : Vn € N g, € F},
Mais f,, est le projeté orthogonal de f sur F;,. C’est donc f,, qui minimise la distance de f a F,,. Ainsi,
[|f = gnll3 > ||f — fnl|3 On peut donc écrire :

La suite f, converge donc vers f. CQFD

2 - Le coeur du proleme

2-1

C’est trivial.

2-2

La bilinéarité, la symétrie et la positivité de ( e ) sont des propriétés triviales. Soit h € F



1 27
(heh)=0 <— 2—/ =0 <= Vxecl0,2r] h(z)=0 car h est continue sur R
T Jo

h étant 2m-périodique, on en déduit que ( e ) est défini. C’est donc un produit scalaire.
2-3
Il y a dans cette question plusieurs points a vérifier.

A 27 A 27
Vn € N* (1o¢n):%/0 cosnxdx:O:%/o sinnxdr = (1 0,)

)\2 27 )\2 27
Yn e N* (¢, 0 ,) = %/ cosnx sinnxdr = - / sin 2nadx = 0
0 0

)\2 27 )\2
||¢n”§ = %/0 cosZ nxdxr = 5

De méme, on voit que |[¢h,|]? = ’\; Ainsi,

A e {—V2,V2} = (1, én,n) est une famille othonormée
2-4

On a fait dans la qustion précédente la plus grosse partie du travail. Il reste dans 2-4 & voir que :

2 2m /\2 ™
m#En = (dmet,) = o / cos mz sinnxdr = 7 / cosmz sinnxdr = 0 (fonction impaire)
0 -7

2 27 )\2 27
m#n = (Y e,) = o /0 sin mz sin nxdx = -/ (cos(m — n)x — cos(m + n)z)dz =0

AQ 2 )\2 2T

m#n = (pme,) = by / cos mx sinnxdr = — / (cos(m — n)x + cos(m +n)z)dr =0
T Jo T Jo

CQFD

2-5

Par définition, Y-, ., a7 + G5 = |[fall3 — (1 e f)?. La série 3_a;, + (7 est donc convergente puisque

|| frl|3 converge. >~ a2 et > 32 sont donc individuellement convergentes.

2-6

D’apres la partie 1, on peut écrire que :

1 27 5 5 +oo ) )
% 0 f :aO—’_;(an—’—ﬂn)

2-7

||Ofn¢n + ﬂnd’n”o@ < |aﬂ‘ + |ﬂn‘

Si la série Y (Jan| + |5n]) converge, alors d’apres ce qui précede, Y (andpn + an¢n) converge norma-
lement. Elle converge donc aussi ”au sens de la norme 2”. On applique alors les questions 1-4 et 1-3.
CQFD



2-8

27

A [T A 1
n>0 = an:%/o cosnxf(m)dx:% ; Sinmcf'(x)dxzﬁ(f’own)

1 1
On voit que (a,b) e R? = 5(\a| —b)?2>0 = Jab| < i(a2 +b?)

3 (4 (rounr)

Comme [’ est continue, > (fe1,)? converge (d’apres 2-5). De plus, >° - converge aussi. Donc Y |ov,|
est convergente.

Méme raisonnement pour Y |3,|. On peut donc appliquer 2-7. CQF D

2-9

Le sens 7= est trivial.

Pour I'autre sens, on remarque que la condition de droite implique que tous les g,, et les f,, sont égaux
.. comme ce sont des suites de fonctions convergentes, elles ont méme limite.

2-10

Pour les deux 7<=" le sens "==" est évident.

Pour le sens 7<=", il suffit de réécrire la propriété de parité en remarquant que la convergence en
moyenne quadratique implique la convergence simple.

1
Finalement, |ay,| = ’(f o y,)| <

3 - Applications

3-1
3 1., . : : :
sin® z = 1(3 sinx — sin 3z) [pas besoin de Fourier]
sinx ;
t C sur Ret ¢'(z) = ———: =e
g es sur R et ¢'(z) T+ oosg [ POSONSZ =€
, z—1 o122 _ i i
J@)=-—F—Fg- =l =i— Z
i(4+z+3) 22 +4z+1 1+ 5757 1+2\f

Il est possible de décomposer la premieére fraction en série entiere. Pour la seconde, c¢’est impossible

tel quel, car |z| =1 et donc ‘272\/5} > 1, et la fonction z — —— n’est pas développable en série entiere

142
en dehors du disque unité.
On pose donc 2’ = % = Z et on remarque que :

—i B 23 _ i

1 z = T Tttt —=—

+5275 1+ (2—3)z +t 57

Finalement,
, . 1 1 1 N , . .. .
g'(x) = 1 — 1 = =23 [—— ou & désigne la partie imaginaire
T 2+f T s T
1 1)k2k = eihe X (~1)F sin ka

1+2+f_;) 24 V3)" Z 2+\f - gl(m)ﬂ,; 2+ V3



La convergence de cette série de fonctions est normale sur R. On peut donc intervertir [ et Y :

+00 foo
B (=1) ! coskx . 1)k+1
f(x)_§+2k§ K2+ VaE kz 2+f

NB : il est possible de calculer & exactement en wutilisant la technique vue dans le DL 15. Cela n’a
cependant pas grand intéreét.

3-2

On note que la série de fonctions converge normalement sur R et :

cos(2k + 1)z + isin(2k + 1)z (efr)2h+l i
2D (2k + 1) - Z(_ka = sin (")

=9 — (exp(i(cosx + isinx)) 4+ exp(—i(cosz + isinx)))

1 ine
=5 [e~ 9" (cos(cos ) + isin(cosz)) — e
i

On prend la partie réelle, et :

S % (cos(cos ) — isin(cos x))]

Z(_l)kcos(%: + 1Lz

1 . .
okt 2 (sin(cos z)e™ ¥ ¥ + sin(cos z)e*™*) = sin(cos z) - cosh(sin z)

3-3
h est impaire : Vn € N a,, =0

1 n+1
DA [par parties]

Bn = (Y, @ h) = %/_ﬂacsinmcdx =

Bessel-Parseval ici :

= = 1 (7 2 =1 2 72
)\2 - = 2 = —/ 2d = — _— = - = —
kzzlk‘z ;ﬁk o) T T © D ETRE T

On remarque ensuite que :

= T too +o0 +o00 2 2
: 1 1 1 1 1 3w T
3-4
£ est paire: Vn e N* G, =0
Qo = (]_ L) é') = =
A 4 A z \si 9
an:(l.(bn):* E(U)Cosnudu:—/z Cosnuduzm
27T - 271' 7% ™
Ainsi, pour n > 0, ag, =0 et « _ED)mTA
, P s (2n — on+1 — (2n T 1)77
Bessel-Parseval :
1 A? = 1 1 1 = 1 2

el @i T w Ty T @i s



3-5
X est paire : Vn e N* 3, =0

2 7 1
oy = — (1—£)d$=*
2T 0

an = (xed,) = i/oﬂ (1 — f) cosnrdr = #(1 — (=1

™

2\

P >0, aop =0et o1 = ——7—=
our n () el don+1 71_2(2”_'_ 1)2

Bessel-Parseval :

1 4 1 [" T\2 1 R 74
1t Ll aar 7T/0 (1-7) @ 3 k;) 2n+ 1) 96

k=0
00 00 +o00 400 +o00 +00 4
1 1 1 1 1 1 1 T
- = — _ — —— —_— =
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