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Problem 1 (33 Points)

1. Consider the linear regression model:
y=XpB+e, e~(0,7), 1)
whereV is known and positive definite. THe x k)-regressor matriX is deterministic.
(a) (4 Points) Show that the estimators ;s = (X'X) ' X'y andfgrs = (X' U1X) "1 X' T~1y
are unbiased fof.
(b) (2 Points)Show that the covariance matrix 5(5 Ls IS given by

V[Bors] = (X'X) "' X' UX(X'X)".
(c) (3 Points) Show that the covariance matrix B(f;LS is given by
V[Bers] = (X' 1X)"

(d) (8 Points)Using A = (X’X)~' X" — (XU~ X))~ X"¥ 1! verify that the difference between

~

both covariance matricé8|3,.s] — V[GaLs] can be expressed alsl A’ and show thatd W A’
is positive semidefinite.

(e) (2 Points)How do you interpret the results in 1a) and 1d)?
2. Consider model (1) again. But assume now that 100 and¥ = diag(c?, ..., o1y,) With

5 ' _J 1 fori=1,..,30
o; =exp(y +72D:) and D; = { 0 fori=31,....100.
(a) (2 Points)Are the error terms homoskedastic and/or serially correlated?
(b) (2 Points)Why is BGLS called weighted least squares estimator in this special case?

(c) (6 Points)Consider the auxiliary regression
€ =6 + 6D +§&, (2

wheree; is the OLS residual from model (1). Let the following data be given:

100 100

D (el —€®)* =100 and Y & =97,
=1

=1

where@ is the OLS residual from (2). Perform a Breusch—Pagan—Godfrey tésf ob, = 0
againstH; : 5, # 0. Use a5% significance level.95% quantiles of they>—distribution for
selected degrees of freedom are given by:

degrees of freedom 1 2 3 98 99 100
95% quantile 3.84 599 7.81 12211 123.23 124.34

(d) (2 Points)How do you interpret your test decision? Based on your test decision, which esti-
mator would you use?

3. (2 Points)What is wrong with the following text? Explain briefly.

In model (1)3@5 is efficient because its covariance matrix is equal to the @m=Rao lower
bound. In part 2 the Breusch—Godfrey LM test is an alternative test to the Breusch—Pagan—Godfrey
test.



Problem 2 (31 Points)

1. Consider the linear regression model:
y=XPB+¢e, €~ (0,¥) with I known and positive definite 3)

where the(n x k)—regressor matriX is stochastic and independent of {ex 1)—vectors. More-
over, assume that:

o XX T, Oy non-stochastic and positive definite,

n n—oo

o X¥X T o xwx hon—stochastic and positive definite,

" nooo

o % 2, Qyy-1x NON—stochastic and positive definite,
n—oo
XxX'e P
n n—oo 0,

X'g-1le P
XU e _~ 0,

n n—oo

e D
o )\(/5 T:oN«)aQX’\DX);

® ‘XI‘IJT;% T%ON(O,QX/\I,—lx).

(@) (9 Points) Show that the estimatoiors = (X’X)~1 X'y for 3 is unbiased, consistent and
asymptotically normally distributed.

(b) (5 Points)Give the formal definitions for an unbiased, an asymptotically unbiased and a con-
sistent estimator of. What is the difference between an unbiased and an asymptotically unbi-
ased estimator? Give one reason why an asymptotically unbiased estimator is not necessarily
consistent.

(c) (3 Points)ls the estimatoBq.s = (X'U~1X)~1 X'~y for 3 unbiased and consistent? Give
its asymptotic distribution.

2. Consider again the linear regression model in (3). Now suppose that you are analyzing time series
data and tha¥ is unknown.

(a) (1 Point) How can you estimat@& consistently if you know tha¥ is not diagonal ?

(b) (6 Points)Describe briefly the stochastic propertles (expectation, variance, consistency, asymp-
totic distribution) ofﬁFGLS = (X’\If IX)~tx/ Pl y if U is a consistent estimator far. Is
BFGLS BLUE resp. BUE?

(c) (2 Points)How would you estimatg? Justify your estimator briefly.

(d) (3 Points) Suppose you are interested in hypotheses tests about elemehtPodpose an
asymptotica—test for the (single) null hypothest, : 3; = 0 (with 0 < 5 < k) whenV is not
diagonal. Give a brief and informal description of the test statistic and of how to obtain critical

values.

3. (2 Points)What is wrong with the following text? Explain briefly.

The properties of consistency and asymptotic normalitﬁ&fs in model (3) do not hold if the
error terms are heteroskedastic but serially uncorrelated. Moreover, becawseis consistent it
converges also in mean square to the paramgter



Problem 3 (30 Points)

1. Lety;,i =1,...,n, be independent random variables that follow a normal distributionijigh =
p andV[y;] = o2. The probability density function af; is given by
_ 1 (i — n)? ; 2
fyi) = 5 OXP (_T with o = 16 . )

(a) (4 Points) Show that the log likelihood function is given by
5 __nln27r_n1n02_ "y — p)?

(b) (2 Points)Derive the score function of the log likelihood function.
(c) (2 Points)Derive the maximum likelihood estimator (MLE) pf

2. Consider model (4), but assume now th&g;] = u,; with

1 fori=1,...,n
pi =+ 72D, Di_{() fori=n;+1,...,n. ©

(a) (2 Points)How do you interpret the assumption given in (5) with respect to the megn?f
What does it mean Hy = 0 ?

(b) (1 Point) Give the log likelihood function under this assumption.
(c) (4 Points)Maximizing the log likelihood yields the following estimators for= (v;, 72)":

Do Yi — D i YiDi

Y.ML = and
n—mny
~ 7'1_ zDz ~
Yo, ML = Zl_l—y — Y1,ML -
n
Suppose you observe a random samplg;pf = 1,...,50, for which the following data is
given:
50 50 50 50 50
D yi=158, Y y;=1070, > y;D;=100, » Di=Y D} =20.
=1 =1 =1 =1 =1
Computeyy,y, .

3. (12 Points)Using the data given in part 2, perform an LR testffyr: v, = 0 againstd; : v, # 0.
The critical value is given by, o5y, = 3.84.

4. (3 Points)What is wrong with the following text? Explain briefly.

In the model of part 1, the MLE fqr is a biased estimator for the expectationyafin the model of
part 2,4, is not efficient fory if +, is equal to zero. Moreover, the consistency gf; is sufficient
to conclude thafy,,;, is asymptotically efficient.



Problem 4 (26 Points)

1. Consider the following linear regression model
Yt :61+62$§t+5t7 t = 1,...7T, Et NN(O,O'?) ||d, (6)

wherey; denotes consumption expenditures in petiad, denotes unobservable income in period
andg = (01, 2)' is a(2 x 1) parameter vector:;, ande, are independent. Assume that observable
incomex,, can be expressed as unobservable incofpand a random component

Tor = T3 + 1 1~ (0,07) 1d.d.,
wherez}, andn, are independent. In addition, ande; are independent.
(a) (2 Points) Rewrite the model in equation (6) to obtain
Yr = P + Barar + uy. (7)
Give the representation af in terms of3,, n; ande;.

(b) (5 Points)Show that[zyu,] = — ;07 # 0. How do you interpret this result ?

(c) (2 Paints) Let X = (zy,25) with z; denoting a(7" x 1)-vector of ones. Then, under
the assumptions above, it can be shown that ) = Qyx (positive definite) and

plim (£) = Qx, # 0. What can you say about consistency®f.s = (X'X)"' X"y in
model (7) ?

2. Assume the following relationship between unobservable incafeand investmenty,;:
Ty = Y1 + YoWa,

wherey = (v, v2)' is a parameter vector. Denotifj = (wy, w), with w; being a(T" x 1)—vector
of ones, it can be shown that (i) pli#=">) = Quw (positive definite) and (i) plin{22) = Qxw
(nonsingular). Assume there exists a weak law of large numbers, such that (iiiQ% =0
holds.

(a) (4 Points)How do you interpret (ii) and (iii)?
(b) (10 Points)To conduct simple IV estimation of model (6), take the following data as given:

T T T T

D wu =360, D jwy =90, Y wary =600, ) wemy = 660,
t=1 t=1 t=1 t=1

T T

>y =310, Y wuy, =525, T =50.

t=1 t=1

Computes;, . Interpret the estimated coefficients economically.

3. (3 Points)What is wrong with the following text? Explain briefly.

The lower the correlation between the instruments and the regressors, the less efficient is the in-
strumental variable estimator (IVE). If the number of instruments is smaller than the number of
regressors, the simple IVE cannot be used. However, generalized IV estimation is still possible. The

generalized IVE is identical to the simple IVE if the number of observations is equal to the number
of regressors.



Aufgabe 1 (33 Punkte)

1. Betrachten Sie folgendes lineares Regressionsmodell:
y=XpB+e, e~(0,7), 8
wobei ¥ bekannt und positiv definit ist. Dig: x k)—RegressormatriX ist deterministisch.
(a) (4 Punkte) Zeigen Sie, dasso.s = (X'X) "' X'y undBars = (X' U1 X)L XU~y unverz-
errte Schtzer fir 3 sind.
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Kovarianzmatrix VB@LS gegeben ist durch

V(BoLs] = (X'X) ' X'UX(X'X)™" .
(c) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass die Kovarianzmatrix VB@LS gegeben ist durch
V[Bers] = (XU 1X)"

(d) (8 Punkte) Benutzen Sied = (X'X)7!1X’ — (XU X)~1X"I~! um zu zeigen, dass die
Differenz zwischen den beiden Kovarianzmatri2dpio 15| — V[Gars] als AV A’ ausgedickt
werden kann. Zeigen Sie, dad¥ A’ positiv semidefinit ist.

(e) (2 Punkte)Wie interpretieren Sie Ihre Resultate in 1a) und 1d)?

2. Betrachten Sie erneut Modell (8). Nehmen Sie jetzt jedoch anydass00 und¥ = diag(o?, ..., 0%,)
mit

1 furi=1,...,30

2 . . =
o; = exp (71 +72D;) und D; = { 0 fori=31,...,100.

(a) (2 Punkte) Sind die Fehlerterme homoskedastisch und/oder seriell korreliert?

(b) (2 Punkte)Wieso kann man in diesem speziellen I%AQILS als gewichteten Kleinste—Quadrate
Schatzer bezeichnen?

(c) (6 Punkte)Betrachten Sie folgende Hilfsregression
6? = (51 + 52D1 + fz y (9)

wobeie; das OLS—Residuum aus Modell (8) bezeichnet. Gegeben sind weiterhin die folgenden

Daten:
100 100

D (el —€®)* =100 und » & =97,
i=1 i=1
Wobeié das OLS—-Residuum aus der Hilfsregression (9) igshren Sie einen Breusch—Pagan—

Godfrey Testiir Hy : 6o = 0 gegenH; : d» # 0 durch. Benutzen Sie et Signifikanzlevel.
Die 95% Quantile dery?>-Verteilung sind fir ausgeuihlte Freiheitsgrade tabelliert:

Freiheitsgrade 1 2 3 98 99 100
95% Quantile | 3.84 5.99 7.81 122.11 123.23 124.34

(d) (2 Punkte) Wie interpretieren Sie lhre Testentscheidung? Welche@i8ehwirden Sie auf-
grund Ihrer Testentscheidung verwenden?

3. (2 Punkte) Was ist in dem folgenden Text falsch? Exkén Sie kurz.

Im Modell (8) istBGLS effizient, weil seine Kovarianzmatrix gleich der C&mRao Untergrenze

ist. Im Aufgabenteil 2 ist der Breusch—Godfrey LM Test eitigliohe Alternative zum Breusch—
Pagan—Godfrey Test.



Aufgabe 2 (31 Punkte)

1. Betrachten Sie folgendes lineares Regressionsmodell:
y=XpB+e, e~(0,¥), (10)

wobei ¥ bekannt und positiv definit istX ist eine stochastischig x k)—-RegressormatrixX ist
unablangig vom(n x 1)-Vektore. Ausserdem nehmen Sie an, dass:

X'X
n

2, Qyx nicht-stochastisch und positiv definit,

n—oo

o XWX P Ly nicht—stochastisch und positiv definit,

n n—o00

o XWX L Qyg-1x nicht-stochastisch und positiv definit,
xe £y,

ny—1 P
.X‘lle O,

n n—00

e D
o )\(/5 n_>—O>ON(OuQX/\IJX),

® X/%IE 7%)0]\[(079)(’\1/—1)()'

(a) (9 Punkte) Zeigen Sie, dasgow = (X'X)~' X’y ein unverzerrter, konsistenter und asymp-
totisch normalverteilter Sétzer fir 3 ist.

(b) (5 Punkte) Geben Sie die formalen Definitioneiarfeinen unverzerrten, asymptotisch unverz-
errten und konsistenten Sitizer fir 5 an. Was ist der Unterschied zwischen einem unverz-
errten und einem asymptotisch unverzerrtendgaodr? Nennen Sie einen Grund, weshalb ein
asymptotisch unverzerrter Siaer nicht notwendigerweise konsistent ist.

(c) (3 Punkte) Ist der Schtzer3srs = (X'U~1X)~1X"U~1y unverzerrt und konsistentif 3?
Geben Sie seine asymptotische Verteilung an.

2. Betrachten Sie erneut das lineare Regressionsmodell in Gleichung (10). Nehmen Sie nun an, Sie
analysieren Zeitreihendaten uidsei unbekannt.

(a) (1 Punkt) Wie kdnnen Siel mit dem Wissen, dasg nicht diagonal ist, konsistent satzen?

(b) (6 Punkte) Beschreiben Sie kurz die stochastischen Eigenschaften (Erwartungswert Varianz,
Konsistenz, asymptotische Vertellung) v@mLs (X' - IX)~1x’ g1 Y, wennV¥ ein kon-
sistenter Schtzer fir W ist. IstﬁFGLS BLUE bzw. BUE?

(c) (2 Punkte)Wie wurden Sies schatzen? Bedginden Sie die Wahl Ihres Satzers kurz.

(d) (3 Punkte) Nehmen Sie an, Sie wollen Hypothesentegtdfomponenten vow durchiihren.
Schlagen Sie einen asymptotischefTest fir die (einfache) Nullhypothesk, : 5, = 0 (mit
0 < j < k) vor, wennV¥ nicht diagonal ist. Beschreiben Sie kurz und nicht allzu formal die
Teststatistik und wie Sie die kritischen Werte erhalten.

3. (2 Punkte) Was ist in dem folgenden Text falsch? Extén Sie kurz.

Die Eigenschaften der Konsistenz und asymptotischen Normalverteilun@gy@rim Modell (10)

liegen nicht vor, wenn die Fehlerterme heteroskedastisch aber nicht autokorreliert sind. Des weit-
eren konvergierti; s im quadratischen Mittel gegen den Parameterda der Schtzer konsistent

ist.



Aufgabe 3(30 Punkte)

1. Betrachten Sie die unabhgig normalverteilte Zufallsvariablg, i = 1,...,n, mit E[y;] = x und
V|y;] = o2. Die Dichtefunktion vony; lautet

fly:) = ! exp (—M) mit o2 = 16 .. (11)

202 202

(a) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass die logarithmierte Likelihood Funktion wie folgt gegeben ist
5 __nln27r_n1n02_ "y — p)?

(b) (2 Punkte) Leiten Sie die Score Funktion der logarithmierten Likelihood Funktion her.
(c) (2 Punkte) Leiten Sie den Maximum Likelihood (ML) Sétzer fir i her.

2. Benutzen Sie Modell (11). Nehmen Sie nun jedoch an, Bags= 1, mit

1 fori=1,...,m

0 fori=n;+1,...,n. (12)

i =y1 +7D; D;= {

(a) (2 Punkte) Wie interpretieren Sie die Annahme in (12) bigich des Mittelwertes vor; ?
Was bedeutet, = 0 ?

(b) (1 Punkt) Stellen Sie die logarithmierte Likelihood Funktion unter dieser Annahme auf.

(c) (4 Punkte) Durch Maximierung der logarithmierten Likelihood Funktion erhalten Sie fol-
gende Schtzer firy = (1, 1)

Do Yi — i iDi

ML = und
n—mny
~ T-L_ zDz ~
Yo, ML = 232_1—3/ — M1,ML -
n
Fur eine Zufallsstichprobe vog, i = 1, .. ., 50, liegen die folgenden Daten vor:

50 50 50 50 50
D yi=158, ) y;=1070, > Diy; =100, » Di=Y D} =20.
=1 =1 =1 =1 =1

Berechnen Sié,, .

3. (12 Punkte) Verwenden Sie die Daten aus Aufgabenteil 2 uinkdrén Sie einen LR Testif H; :
v, = 0 gegenH, : ~, # 0 durch. Der kritische Wert ist%L 95%) = 3-84.

4. (3 Punkte) Was ist in dem folgenden Text falsch? &btern Sie kurz.

Im Modell aus Teilaufgabe 1 ist der ML Sidher fir i ein verzerrter Sctzer fir den Erwartungswert
von y;. Im Modell aus Teilaufgabe 2 isi,,;, kein effizienter Sélizer fir v, wenn~, null ist.
Des weiteren ist die Konsistenz vy, hinreichend, um auf asymptotische Effizienz ¥gn zu
schliel3en.



Aufgabe 4 (26 Punkte)

1. Betrachten Sie folgendes lineares Regressionsmodell
Yt :/Bl+52x§t+€t7 t = 1,...,T, Et NN((LO‘?) Uld, (13)
wobeiy; die Konsumausgaben ung, das unbeobachtbare Einkommen zum Zeitpuilezeichnet.
B = (b1, B2) istein(2x 1) Parametervektor. Des weiteren seiénunds,; unabtangig voneinander.
Nehmen Sie an, dass das beobachtbare Einkommaeanittels dem unbeobachtbaren Einkommen
x5, und einer Zufallsvariablefy wie folgt zusammenngt:
Top = l’;t + M, e ~ (0, 0'2) i.i.d. ,
wobeiz3, undn, unabléngig voneinander sind, unde; sind ebenfalls unaldmgig voneinander.
(a) (2 Punkte) Formulieren Sie das Modell in Gleichung (13) um, so dass Sie

Ye = B1 + Bawar + uy (14)
erhalten. Stellen Sie, mittels 3, n, unde, dar.
(b) (5 Punkte) Zeigen Sie, dasi[zqu;] = —ﬁQO'% # 0. Wie interpretieren Sie dieses Resultat?
(c) (2 Punkte) Es seiX = (x1,z2), wobeiz; ein (T" x 1)-Einheitsvektor ist. Unter den obi-
gen Annahmen kann somit gezeigt werden, dass p%) = Qxx (positiv definit) und
plim (%) = Qx, # 0 gilt. Welche Aussage dnnen Sie bamlich der Konsistenz von
Bors = (X'X)1 X"y in Modell (14) treffen?
2. Nehmen Sie folgenden Zusammenhang zwischen dem unbeobachtbaren Einkatpmam den
Investitionenwsy,, an:

%
Top = V1 + YoWay,

wobeiy = (71, 1) ein Parametervektor ist. Es S8 = (wy,ws), wobeiw,; einen(T x 1)—
Einheitsvektor bezeichnet. Es kann gezeigt werden, dass (i)(%}l‘rﬁ) = Quw (positiv definit)
und (i) plim (22Y) = Qxw (nicht singuér) gilt. Nehmen Sie an, dass ein schwaches Gesetz der

GroRen Zahlen existiert, so dass (jii) pli#=*) = 0 gilt.

(@) (4 Punkte)Wie interpretieren Sie (ii) und (iii)?
(b) (10 Punkte)Um eine einfache Instrumentalvariablen &t@ung des Modells (6) durchiiffren,
benutzen Sie folgende Daten:

T T T T
D =360, > wy =90, Y wyry =600, Y zpy =660,
t=1 t=1 t=1 t=1
T T
>y =310, ) wyy =525, T =50.
t=1 t=1

Berechnen Sig; . Interpretieren Sie die gesatzten Koeffizientetbkonomisch.

3. (3 Punkte) Was ist in dem folgenden Text falsch? &irtern Sie kurz.

Je niedriger die Korrelation zwischen den Instrumenten und den Regressoren, desto ineffizienter
ist der Instrumentalvariablen Satrer (IVS). Wenn die Anzahl der Instrumente kleiner ist als die
Anzahl der Regressoren, dann kann der einfache IVS nicht verwendet werden. Dennoch ist eine
generalisierte IV Scitzung ndglich. Der generalisierte IVS ist identisch mit dem einfachen IVS,
wenn die Anzahl der Beobachtungen gleich der Anzahl der Regressoren ist.



